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中 文摘 过 


1990 年 ， Pardoux 和 Peng[PP1] 引入 了 如 下 一 般 的 俩 向 随机 微分 方程 : 
T T 
i= v, Z, )a Z,08,, 0,77. 
ime Í ot Ye Zd J t € [0,77 


从 那 时 起 ， 许 多 专家 致力 于 这 一 领域 的 研究 ， 倒 向 随机 微分 方程 积 正 倒 癌 由 机 微分 
方程 得 到 了 广泛 的 研究 . 


最 近 ， Peng 和 Shi[PS2] 引入 了 一 类 时 间 对 称 的 正 倒 向 随机 微分 方程 : 


yt 一 Ic E 7 (s, Us: Ys, as) Zs) ds + fo 9 (s, Us: Ys 25,4 |.) dW, — iB z,0D,, 
Yı = 9 (yr) + f, F (Ss, Ys, Ys, Zs, Zs) —— dB, + f? Z,dW,. 


本 文中 我 们 将 研究 一 类 被 称 为 “ 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 ”的 方程 . 我 们 将 减弱 单调 
性 假设 ， 且 处 理 更 一 般 的 情形 ， 比 如 ， 正 向 方程 和 倒 向 方程 的 维 数 不 同 且 初 始 条 件 也 是 
函数 . 我 们 考虑 如 下 形式 的 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 : 


| jw-909- hf ( (8, Yas Yos ze Ze) ds + fo 9 (S, Yes Yer z, Ze) dW, — fo s, dB, 
pM Y, = 9 (yr) + [7 F (8, Ys, Yn, zs Zs) ds + [Ë G (8, Ys, Ys Zs, Zs) dB, + f; Z,dW,. 
(0.1) 
本 文 的 目的 是 研究 方程 (0.1) 解 的 存在 唯一 性 以 及 解 依 赖 于 参数 的 连续 性 和 可 微 性 . 
我 们 首先 在 单调 性 假设 ( 见 (H1) 和 (H2)) 下 ， 我 们 应 用 首先 由 Peng|P1] 引入 的 连续 性 
方法 来 处 理 上 述 情况 .另外 我 们 在 假设 (A1)-(A4) 下 利用 等 价 范 数 技巧 和 压缩 映射 定理 
得 到 了 方程 (0.1) 解 的 存在 唯一 性 . 
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本 文 共 分 为 二 部 分 ， 
第 一 部 分 : 介绍 本 文 所 要 研究 的 问题 的 背景 . 


第 二 部 分 : 在 假设 (H1)-(H4) 下 ， 对 于 如 下 形式 的 正 倒 向 重 随机 微分 方程 : 
ays = f (t, Ye; Y, 2t, Zi) di ES g (t, Ut: Y, ety Zi) dW, nx Zl P, Yo = J (Yo) "n 
dY, = F (t, Ye, Ys, z, Z+) dt + G (t, Yt, Ya, z, Zt) dB, + ZdW,, Yr = 6 (yr). 

我 们 通过 连续 性 方法 得 天 了 (0.2) 的 存在 唯一 性 定理 : 

定理 2.4 在 假设 (H1)-(H4) F, (0.2) 在 M? (0,T; R"+mtnxttmxd) 有 唯一 解 


第 三 部 分 : 在 假设 (H1)-(H5) 下 ， 对 于 如 下 一 族 正 倒 向 重 随机 微分 方程 : 


dY? = Fa (t, yf, Ye, ze, Ze) dt + G, (t, ye, YS, 28, Ze) dB, + ZedW,, Ye = @, (y&). 
| (0.3) 


| dy? = fo (t, Ye, Ye, ze, Ze) dt + go (uf Y zf, ZP) dW, — 28dBy, yf = Yo (Ye), 


我 们 得 到 了 (0.3) 的 解 关于 参数 a 连续 的 结果 : 


定理 3.1 令 {fos Ga Fa, Ga, Va, Daia € R) 为 一 族 正 倒 向 重 随机 微分 方程 (0.3) , 
满足 (H1)-(H5), 其 解 记 为 (y*, ¥%, 2%, Ze). 则 函数 族 ((yo,Y 9,25, Ze);o € R) Æ 
M? (0, T; Rrimtaxitmxd) 中 关于 a 是 连续 的 . 


在 假设 (H1)-(H4) 和 (H6) F, 对 于 正 倒 向 重 随机 微分 方程 族 (0.3), 我 们 得 到 了 (0.3) 
的 解 关于 参数 a 可 微 性 .我们 有 


定理 3.2 $ { fo, go, Fa, Ga, Vo, Ba; o € R) 为 一 族 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 (0.3) , B 


满足 (H1)-(H4) 和 (H6), RETA (p°, Y°, z^, Ze). 那么 函数 族 {(y2,¥*, ze, 2°) ;a € R} 
在 M? (0, T; R"tminxitmxd) 中 关于 a 是 可 微 的 ， 且 在 a = os 处 的 导数 是 如 下 线性 正 个 


II 


(02) 
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EA 


回 重 随机 微分 方程 的 解 (bay, aY, 6,220. aZ) 





dats” = [Gs fa, (t, U?) + dy fan (t, UP?) (Saye?) + by fa, (t, Ur?) (6, Y???) 
+ó; fas (t, Ug?) (6o 27?) + óz fag (t, UP) (ba Z£?)]dt 
十 [0agao (t, UP?) + by 9a, (t, UP?) (Gaye) + y ga, (t, U??) (Ga Ye) 
十 gzgao (t, U??) (Gaze?) + 029a, (t U^) (Qa Z° dW: — (ba27°) dBi, 
dó. Y? = [ba Fa, (t, UP") + dy Fag (t, UP?) (Gay?) + Oy Fa, (t, UP?) (6, Y?) 
+ó, Fa, (t, UP?) (6525?) + 62 Fa, (t, U^) (faZi jdt 
+[aGag (t; Ur?) + 65 Ga, (t, Ur?) (bay?) + Oy Gas (t, UP?) (ba Y°) 
Ga, (t. UP?) (Gaze?) + ózGa, (t, Ur?) (ba Zt? )|dB, + (6427? )dW,, 
bata” = Oy Va, (Yo) (ba Yo) + ba Wa, Yo), 
da Yr = óyO,, (yr?) (ba T) F oss, (yr) 


(0.4) 


第 四 部 分 : 我 们 在 假设 (A1)-(A4) 下 利用 等 价 范 数 技巧 和 压缩 上 映射 定理 得 到 了 (0.2) 
解 的 存在 唯一 性 结果 : 


定理 4.6 假设 {A1)-(A4) 成 立 . 则 存在 eo > 0, CIKKET ks, ks, ke, k7, Kio, ki Kio kia, 
Ai, Ao, T, 满足 当 ki, ks, ks kg, kis € [0,so) ， 正 倒 向 重 随机 微分 方程 (0.2) 存在 唯一 的 
ENS (u.V,z Z). 8, Ax) ， 则 存在 a > 0, 它 依赖 于 
k4, ks, ke, k7, kio, kin, Kio, Kia, Ans Ap HUT T, 满足 当 ki, ka, kg, ko, kis € [0, £1), XE TA 
重 随机 微分 方程 (0.2) 存在 唯一 的 适应 解 . 


关键 词 : 随机 分 析 ， 正 倒 向 重 随机 微分 方程 ， 连 续 性 方法 ， H- 单调 ， 等 价 范 数 和 
压缩 映射 原理 ， 
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Forward-backward doubly stochastic 


differential equations 


Zhu Qingfeng 
School of Mathematics and System Science, 


Shandong University,Jinan 250100 
Abstract 


In 1990, Pardoux and Peng |PP1] introduced the following backward stochastic dif- 


ferential equation: 
T I 
Web | sy.) + | ZB, te [0,7]. 
t t 


From then on, a lot of researchers have applied themselves to this field, backward 
stochastic differential equation and forward-backward stochastic differential equations 


have been deeply investigated. 


Recently Peng and Shi [PS2] has introduced a type of time-symmetric forward- 


backward stochastic differential equations: 


Vt = T E IÑ f (s, Us; Ya Zs, Zs) ds E hs (s, Us, d Zg, Zs) dW, mE ie 24B; 
Y, = © (yr) + f. F (S, Ys, Yo, Zo, Zs} ds + f, G (8, ys, Ys, Zo, Zs) dB, + fi ZdW,. 


In the present paper we will study this type of forward-backward doubly stochastic 
differential equations (FBDSDE in short), We will relax their monotonicity assumptions, 
and treat more general cases, for instance, the forward equations and backward equations 
have not same dimension and initial condition is also a function. we consider the following 


type of forward-backward doubly stochastic differential equations: 


| y = V (Yo) + fo f (us Yas Za, Zs) ds + Jo (59 Ys 20, Zs) dW, — fo zsaB,, 
Y; = 9 (yr) + [7 F (s, ys Ys zs, Zs) ds + f, G (8, Ys, Yo zs Zs) dB, + f; Z,dW,. 
| (0.8) 
The aim of this paper is to study the existence and uniqueness of solution to (0.5) 
and the continuity and differentiability of the solutions of FBDSDE (0.5) depending on 


IV 
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parameters. Under some monotonicity conditions (see (H1) and (H2)), we first apply the 
method of continuation firstly introduced by Peng [P1], to solve (0.5). Under the condi- 
tions (A1)-(A4), we apply the technique of equivalent norm and the contraction mapping 


theorem to get the existence and uniqueness of solution to (0.5). 
This paper is composed of four section: 
In section 1, I want to introduct the papae's background. 


In section 2, Under the conditions (H1)-(H4),we consider the following type of forward- 


backward doubly stochastic differentia) equations: 


| dy; = f (t, Ye, Yt, z Zt) dt + g (t, Ye, Yn zi Zt) AW — dB, = yo = Y (Yo), (0.6) 


dY, = F (i. Yt, Yi et Zt) dt T G (t, Ut; bn Zt; Zi) d B, SP Z4aWi, Yr = $ (yr) . 


we first apply the method of continuation to get the the existence and uniqueness of 


solution to (0.6). 


Theorem 2.4 Under assumptions (H1)-(H4), (0.6) has a unique solution in 
M? (0,7; To ne I 


In section 3,Under the conditions (H1)-(H5),we consider the following family of 


forward-backward doubly stochastic differential equations: 


dyg = fo (typ Yer, ze, Ze ) dt + ga (tyr Ye, ze, ZP) dW, — ze dB,, yo = Vo (Y), 
dY? = F, (t, y2, Ye, 2%, Ze) dt + Ga (yg, Ye, ze, Ze) dB, + ZEdW,, Ye = 9, (y2). 
(0.7) 


we have the following continuity of the solutions of FBDSDE depending on parameters. 


Theorem 3.1 Let {fo, 9a, Fo, Ga, Va, Paj € R} be a family of data of FBDSDE 
(0.7) satisfying (H1)-(H5) with the solutions denoted by (y?, Y=, z^, Z°). Then the family 
of functions ((y^, Ye, ze, Z?); œ € R} is continuous in o in M? (0, T; R^*tmtnxPemxd). 


Under (H1)-(H4) and (H6),we discuss the differentiability of the solutions with re- 


spect to parameter. We have the following result. 
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Theorem 3.2 Let {fa, 9a, Fo, Ga, Va, Po; a € R} be a family of data of FBDSDE 
(0.7) satisfying (H1)-(H4) and (H6),with the solutions denoted by (y^, Y^, z*, Z^). Then 
the family of functions (y^, Y?, ze, Z°), œ € Ris differentiable in a in M? [0 Tone mins ep e 
and the derivatives at œ = oo are the solution (d,y™, bY, ó ze 6, Z°) of the following 
linear FBDSDE 


dg YS? = [ba fas (t, UP?) + by fas (t, UP?) (Gay?) + by fao (t, Us) (65 Y°) 
+ó, fa, (t, UP?) (6522?) + 52 fa, (t, UP?) (ba Zt" )]dt 
二 [gogos (t, UE) + by Gas (t, UP) (Faye?) + Sy gas (t, U^) (ó Yeo) 
4529aq (t, US?) (a20°) + 629a, (t, UP?) (óa ZP )|dW, — (5024) dBi, 
dó Y° = [Bs Fa, (t, USS) + Sy Fao (t, UP?) (Faye?) + by Fao (t, Us?) (éa Y°) 
46, Fa, (t, UP?) (652^) + bz Fa, (t, UP?) (64 Zt" )Jat 
[és Ga, (t, Up?) + Ga, (t, UP?) - 9) + óy Ga, (t, UP?) (ba Y°) 
+52Gay (t, UP?) (6522?) + 8zGa, (t, UP?) (fa Z° ))dB, + (6a Z° dW 
Saye? = by Va, (Y?) (05 Yo?) + ba Was (Yo), 
ba YL = yP ao (YF) (ór) + ba Poo (y) - 


(0.8) 


In section 4,Under (Al)-(A4),we apply the technique of equivalent norm and the 


contraction mapping theorem to get the existence and uniqueness of solution to (0.6). 


Theorem 4.6 Let the conditions (A1)-(A4) be satisfied. Then there exists an £0 > 
0 which depends on k4, ks, ke, k7, kg, Kix, Kiz: Klas Ars Ao, T.such that when kj, ks, kg, kg, Kis 
€ (0, €9),there exists a unique adapted solution (y, Y, z, Z ) to the FBDSDE (0.6).Further, if 
ME ze Dn) 
and Mn of T, such that when kı, k3, kg, ka, kia € [0, 61), there exists a unique 
adpted solution to the FBDSDE (0.6). 


there is an £] > 0, which depends onka, ks, Ke, kç, K10, ki, k12, kaa, Ay ; AQ 


Key Words: Stochastic calculus,Forward-backward doubly stochastic differential 
equations,method of continuation, H -monotone,the technique of equivalent norm and the 


contraction mapping theorem. 
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第 一 章 5| š 


自从 1990 年 Pardoux 和 Peng[PP1] 提出 了 倒 向 随机 微分 方程 ， 倒 向 随机 微分 方 
程 和 正 倒 向 随机 微分 方程 得 到 了 广泛 的 研究 ， 一 般 地 ， 一 个 正 倒 向 随机 微分 方程 包含 一 
个 Hó 型 正 向 随机 微分 方程 和 一 个 耦合 的 Pardoux-Peng 型 倒 癌 随机 微分 方程 An- 
tonelli[A],Ma,Protter, YongiMPY] 等 专家 进行 了 一 系列 的 研究 ,并 应 用 到 金融 中 ( 见 [EPQ] 
其 中 一 个 方向 是 由 Hu 和 Peng[HP] 首先 提出 ， 由 Peng 和 Wu[PW],Yong[Y],Peng 和 
Shi[PS1] 和 Peng[P2] 作 了 进一步 的 研究 ， Peng[P2] 推广 了 由 Bismut|B] 提出 的 随机 哈 


最 近 ， Peng 和 Shi[PS2] 引入 了 一 类 时 间 对 称 的 正 倒 向 随机 微分 方程 ， 即 正装 方程 
是 关于 正 向 随机 积分 dW, 正 向 的 ， 关 于 倒 疝 随机 积分 dB, BW; Rae “SAE” 
是 关于 倒 向 随机 积分 dB, 正 向 的 ， 关 于 正 向 随机 积分 dW, BAH. 换 句 话说 ， 正 问 方 程 
和 倒 向 方程 都 是 Pardoux 和 Peng[PP2] 引入 的 “ 倒 向 重 随机 微分 方程 ”这些 方程 包含 
磷 合 的 一 个 正 向 重 随机 微分 方程 和 一 个 倒 向 重 随 机 微分 方程 ， 从 而 推广 了 正 倒 向 随机 微 
分 方程 的 概念 . 


本 文中 我 们 将 研究 一 类 被 称 为 “ 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 ”的 方程 ， 它 能 应 用 于 随机 
偏 微分 方程 的 Feynman-Kac 公式 的 研究 .我 们 将 减弱 单调 性 假设 ， 且 处理 更 一 般 的 情 
形 ， 比 如 ， 正 向 方程 和 倒 向 方程 的 维 数 不 同 且 初 始 条 件 也 是 函数 .我 们 通过 由 Peng 和 
WulPW] 引 入 的 H- 矩阵 方法 和 [S] 中 的 方法 来 处 理 上 述 情况 . 另外 我 们 用 等 价 范 数 技巧 
和 压缩 映射 定理 也 处 理 了 上 述 情 况 . 


4 (Q, Z, P) 是 概率 空间 ，[0, T] 是 一 个 固定 的 任意 大 的 时 间 区 间 . 令 {Vi;0 < t < T) 
和 {B0 < t < T) 是 定义 于 (9, F, P), 分 别 取 值 于 RAR 的 两 个 完全 独立 的 标准 布 
朗 运动 . ON 是 下 中 全 部 P- 零 集 的 集合 ， 对 于 每 个 i & (0,7), 我 们 定义 


R= VT 


其 中 F = N v c (W, — Wç; 0 < r < tf, Fir = N v o (B, — B,;t < r <T}. 注意 
{Fa t € [0, T]) 是 即 不 增 也 不 减 的 , 故 不 能 构成 一 个 信息 流 . V M^ (0, T; R^) 为 全 部 (dP x 
dt 几乎 处 处 相等 )n 维 联合 可 测 且 对 每 个 t, Feo 可 测 的 随机 过 程 (vot € 0, T]) 且 满 足 


T 
E | lul" dt < oo. 
6 
的 空间 . B98, M?(0,7;.R") Æ Hilbert 空间 .对 于 给 定 的 u € M? (0,7; Rt) Mve 


1 


— 
+ 
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M? (0, T; RP), 定义 (标准) 正 向 1t6 积分 f; wu, dW, 和 倒 向 1t6 积分 [^ v,dB,. 它们 都 属 
+ M? (0, T; R). ( 详 见 [PP2].) 


我 们 考虑 如 下 形式 的 正 倒 向 重 随机 微分 方程 


y = V (Yo) + fo f (8, Yos Ys Zs, Ze) ds + fo 9 (S, Ys Ys Zo, Zs) QW, — fo z,dBs, 
| Y, = Ë (yr) + Rr (S, Ys, Ys, Zí, Zs) ds + Me (s, Ys, Ys, zs, Zs) dB, + a Z,dW,. 
(1.1) 
当 (1.1) 不 涉及 倒 向 1t6 积分 时 ， 即 当 G 三 0 和 f,g,F 是 独立 于 z, V (Yo) 退化 为 独立 
FY, 的 党 向量 时 ， 这 个 方程 组 将 退化 为 由 Hu 和 Peng [HP] 等 研究 的 正 倒 向 随机 微分 
方程 ， 另 一 方面 ， Pardoux 和 Peng [PP2] 提出 了 一 类 新 的 倒 向 随机 微分 方程 ， 称 为 “ 倒 
向 重 随 机 微分 方程 *， 本 文 的 目的 是 综合 上 述 两 个 结果 ， 研 究 (1.1) 解 的 存在 唯一 性 以 及 
解 依赖 于 参数 的 连续 性 和 可 微 性 .在 单调 性 假设 下 ( 见 (H1) 和 (H2)), 我 们 应 用 首先 由 
Peng [P1] 引入 的 连续 性 方法 来 解 (1.1). Yong [Y] 对 这 种 方法 进行 了 更 详尽 的 讨论 方 
# (1.1) 推广 了 由 Peng 和 Shi [PS2] 引进 的 时 间 对 称 的 正 倒 向 随机 微分 方程 ， 田 外， 我 
们 在 假设 {A1)-(A4) 下 利用 等 价 范 数 技巧 和 压缩 映射 定理 得 到 了 (1.1) 解 的 人 存在 唯一 性 
结果 . | 


本 文 结构 :在 下 一 部 分 给 出 本 文 的 主要 结果 :， 用 连续 性 方法 证 明了 正 倒 向 重 随 机 微 
分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 在 第 三 部 分 ， 我们 研究 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 解 依赖 于 参 
数 的 连续 性 和 可 微 性 ， 第 四 部 分 用 等 价 范 数 技巧 和 压缩 映射 原理 我 们 证 明了 解 的 存在 唯 
一 性 . 
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第 二 章 正 倒 向 重 随机 微分 方程 解 存在 唯一 性 定理 


$2.1 ”预备 知识 


本 节 我 们 将 介绍 本 文 所 需要 的 [PP2] 中 的 倒 向 重 随机 微分 方程 方面 的 结果， 主要 是 
倒 向 重 随 机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 和 推广 的 Hó SA. 

对 于 每 个 ne N , S LOTR) 为 对 每 个 上 ， Fr 可 测 的 ” 维 连续 过 程 {pt E 
0. T]) 且 满 足 


E sup |y:} dt < co 
0<t<T 


的 空间 ， 令 
f :Q~x«{0,T)x REx Rd — RF, 
g :Qx[0,T]x REx ge — REX, 
€ :€ D? (Q, Fr, P; R*) 
我 们 假定 存在 常数 c > 0 和 0 < o < 工 满足 对 任意 (w,t) € 2x0, T], (1. 21), (ye, 22) € 
RE X Rext 
(Gi) (59m) — F(t, yo: 22)? < e(l — vo + 1a — 2217), 
[g(t, yas z1) — 9(5 yas z2)? € eli — wel? + oar — zal”. 
我 们 考虑 如 下 倒 向 重 随机 微分 方程 


T T T 
Y, = €+ f f(s Y, Z)ds + J n EATE f Z,dW,. 
t t t 
定理 2.1 ALGAE, KI (GD, 上 述 方程 存在 唯一 解 
(Y, Z) e S?(Jo, TJ; R°) x M2(0, T; Rex). 
818 2.2 i£ o € S?(0, T]; R*), 8 € M2(0,T; RE), y € M2(0, T; RX), ó € M*(0, T; R^) 
满足 如 下 万 程 : 
i t t 
o m ave | Ads | vd, + |. &aB,, 0«t« T. 
0 0 0 
B Z 


t 
0 


t t t t 
|a = ooP+2 | (as, pas+2 | (as, 4Bs)+2 | (a4, 8,aWs)~ Í iPass f |ó, |ds, 
0 0 0 0 


t 
0 


t t 
Elo; = Eloq? + 2E Í læs B,)ds — E | Iy ds + E | \5,l?ds, 
0 0 
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此 外 ， 对 任 一 实 值 函数 $ € CRE), 
t 
0 


t t 
-5 Í Trig nens + 3 | Tri 6 is 
2 0 2 0 


yla) = plag) + [ (ola), 838: +Í (plas), y dBs) + 2 f (v (as), ó, dW s) 
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$2.2 ”问题 的 提出 和 主要 结果 


考虑 如 下 形 式 的 正 倒 向 重 随机 微分 方程 


dy, = f (t, Vt; 11. Zt, Z4) di + g (t, Utd Zi) dW, ~ z dB, yo — V (Yo) (2 1) 
dY, = fF (£, Ye; Y, Zè, Z+) dt + G (t, Yt, Yn Zt Zt) dB, + Z,0W,, Yr = > (yr) š 


其 中 
F : Q x f0, T] x Rn x R” x R”! x Rmxd — R”, 
f :Qx{0,T)x Rn x Rm x RY xR — Rn, 
G CO XI T] x R x R” x R” x Rd — y Rm 
yg ax T LRE xR XR™ XR sy ea 
V :mx Rm — R", 
® :0x Rn — R”. 
我 们 给 定 一 个 m x n RE H, 引入 记号 
C= (y, Y,z, Z), A (t, C) = (HTF, Hf, HTG, Hg) (C). 


Rb HTG = (H"G, HTG) fü Hg = (Ho: Hoa). 我 们 采用 R^, R^, R gt gud 
里 的 通常 的 内 积 C.) 和 欧 氏 范 数 ||. 文中 所 有 等 式 和 不 等 式 都 是 在 di x dP 意义 下 在 
(0,T] x Q 上 几乎 必然 成 立 的 . 


定义 2.3 Fi- 可 测 的 随机 过 程 四 元 组 
I (y, Y, z, Z) c M? (0, T; Frutex] 
de (2.1) 成 立 ， 被 称 为 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 (2.1) $8. 


如 下 单调 条 件 是 我 们 的 主要 假设 : 


(H1) (A (t, C) — (t, C) 14 = C) < — H (|H (y — gr |H (z * z)|°) 
-m (IHT (Y - P) + a7 (z - 2)p), 
V = (g, Y, Z Z), C=(¥,Y,2,2) € Rox R™x RXR?  wteloT). 


(B2) (w(Y)-w(Y),HT(Y-Y)z-&|HT(Y-Y),  vv,Yemv, 
((y-9(g).H(y-gy)2AIH(y-9),  vygeR". 

其 中 un Uo, By 和 Bo 是 给 定 的 非 负 常数 ， 满 足 和 + > 0, ñ, + A; > 0,04 ñ; > 0 

H»c B0. MABRY m > n BF, wm >0,6>0; Xm m < n BF, u > 0, ñ, > 0. 


我 们 还 要 假定 : 
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(H3) 对 每 个 《 € R"tmtnxHmxd，A(.,《) 是 定义 在 [0T] 上 Fr 可 测 的 向 量 过 程 ， 且 
A(-,0) e M? (oT; R"tmtnxitmxd) ， 对 每 个 y € R^, $ (g) 是 Fr- 可 测 的 随机 向 
E, H %(0) € L^ (Q, Fr, P; Rn); 对 每 个 Ye R^, V(Y) Æ P- 可 测 的 随机 向 量 ， 
B. v (0) € L? (Q, Fo, P; Rm). 


(H4) A(t,C) 和 0, V WE MEAUAU FERR k > OM 0 < À < 1 WE VC € 
POTRETE Vt € [0， T]; 


If (Gy Yi Z) - f (g, Y m ZU <b (l-0? lv - YU zz + |Z - ZI), 


IF (t,y,¥,2,Z)-F t, p,Y,z, 2) < k (ly — gf + ly - Yl + |z- z? + |Z — zr) | 


IG (t, y, Y, z, Z) — G (t,p, Y , z, 2)|° < k (lv -7t + |Y - ¥|’ + |z — zu |Z — Z| ， 
ijwy)-v(Y)sk|v-Y|l  je(y-eg)zkly-9. 
我 们 的 主要 结果 是 下 面 的 存在 唯一 性 定理 . 


定理 2.4 在 假设 (H1)-(H4) Y, (2.1) 在 M? (0, T; Rrtmtnxitmxd) 中 有 唯一 解 . 
证 明 : 唯一 性 . 令 U = (Y, z Z) 和 UV = Q,Y* z, Z) 是 (2.1) 的 两 个 解 . 我 们 设 
U=U-U'= ($2.2, 2) —-(y—y,Y -Y,z-z,Z- Z). Æ [0, T) 上 对 (Hg, Y) 应 
用 It6 公式 ， 我 们 有 
E (Hr, 9 (vr) - ® (vp) - E (H ( (Yo) 一 下 (2) Po) 

< -mE fo (E (y — y) + |H7 (z — z) dt 

- mE f7 (|H7 (Y -YO + |ET (Z - Z')|)at. 
由 假设 (H1) 和 (H2), 可 得 | 

mE f; (H (y — v) + |H? (z — z)| dt 
+ wE [7 (HT (Y -YN + |HT (Z — Z^) jdt < 0. 

in m > n, m > 0, BA |H (y — y) = 0, |H (z — z)? = 0. RNA ysy A 
zz’. RBM, O(yr) = (yp). Ait, h PP?) 中 倒 向 重 随机 微分 方程 解 的 唯一 性 结 
A, niyYzY'HZzszZ. 

如 果 m < n, m > 0, RA |HT (y - Y) = 0, |HT(Z- Z) 20. RIE Y = Y' 
和 Z = Z'. SHH, W(Yo) = UY). Ait, h [PP2] 中 倒 向 重 随 机 微分 方程 解 的 唯一 
性 结果 ， 可 得 yay zm. 

33 m = nn 时， 类 似 于 上 面 的 情况 ， 可 得 结果 .唯一 性 得 证 . 
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82.3 ” 先 验 估计 


存在 性 的 证 明 结 合 了 上 面 的 技巧 和 (Pl) 中 首先 引入 的 先 验 估计 方法 .为 使 证 明 更 清 
晰 和 易于 理解 ， 分 析 三 种 情况 : m>n, MLIN, MEN. 


第 一 种 情形 ， 当 m > n 时 ， ui > 0, ñ > 0. 我 们 考虑 一 族 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 


dy, = laf (t. U;) + fo (t)] dt — dB, + [ag (t, Us) + go (t)] dWr, 
dY, = [a F (t,U,) - (1 — o) aH yi + Fo (t)] dt + Z,dW., 
+ [aG (t, U,) — (1 — o) Hz, + Go (t)] dBs, (2.2) 
yo = aV (Yo) + v, | 
Yr = ad (yr) + (1 — a) Ayr + v, 
这 里 U = (y, Y, z, Z) 和 (Fo, fo, Go, go) € M? (0, T; R^ trtmxirm**. y € L? (Q, Fo, P; Rn) 
UR o € L (Q, Fr, P; Rm) 是 任意 给 定 的 . 
当 o = 1 时 , 方程 (2.2) 解 的 存在 意味 着 方程 (2.1) 解 的 存在. 当 a = 0 BT, HEI 
重 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 ， 方程 (2.2) 是 唯一 可 解 的 . 下 面 的 引 理 在 连续 性 方法 中 
是 关键 的 ， 它 给 出 了 方程 (2.2) 对 a = oo € [0, 1), 解 存在 区 间 的 估计 . 


引 理 2.5 假设 m > n, (H1)-(H4), 若 某 个 oo € 0,1 , v € L2(Q, fo, P; R”), ve 
L? (Q, Fr, P; Rm), (Fo, fo Go, go) € M? (0,T; R*»*mx**7) ,方程 (2.2) 解 存在 ， 则 
存在 某 一 与 ao 无 关 的 正常 数 ó, 使 对 o € [osos + ó], v € L (Q, Z, P; Rn), o € 
L’ (Q, Fr, P; R”), (Fo, fo, Go, go) € M? (0, T; Rm n*mxinx4), 方程 (2.9) 也 唯一 可 解 . 
WEBS: 由 v € L^ (Q, Fo, P; R^), y € L^ (Q, Fr, P; Rm), (Fo, fo, Go, 90) 
€ M? (0, T; Rr mxiem1?). o = ao ,方程 (2.2) EMEA, UTE Ü = (y, Y,z, Z) € 
M? (0, T: Oa ' 存在 U = (y, Y, z, Z) c M? (0, T; RUNE 满足 如 下 的 
方程 : | 

dy = [0o f (t, U;) + ó f (t, U;) + fo (t ) dt — zd bt 

+ [o9 (t, Ux) + ôg (t, Us) + go (t) | dW, 
dY, = [aF (š U,) — (1 — o) Hu + ó (F (t, Ü,) + i Hie) + Fo (t)] dt + ZidW, 
+ [aoG (t, U) — (1 — oo) H zi + ó (G (t, Di) + mHa) + Go (t)] dBi, 
yo = ayW(Yp) + óV(Y5) + v, 
Yr = QoB (yr) + (1 — ag) Hyr + ó (F (9r) — Hoyr) + v, 


这 里 ó 是 独立 于 ao 不 超过 1 的 正常 数 . 
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我 们 的 目的 是 证 明 下 看 的 映射 : 
U = Ti L (Ü) . M? (0, T. I RENE) — M? (0, T: J pain imas) 


对 于 足够 小 的 ó 是 压缩 的 . 
A DU = (7, Y' z i Pai- cM? (0, T; Ip nini rna) WLY, z, Z!) =e U' = lae (U") 
x 


Ch C 
il 
C 
| 
e 
I 


| 
= U-U'-($, 
在 [0,7] 上 对 (Hç, Y) 应 用 Bó Ask, 4831 
| T 
E (Hir. a08 (ur) + (1-a) Hr) -E | (ao (4 (60) - A( UD), Ùe) at 
4 (1— a) mE [ (| 五 下 + IH Z^) dt 
= E(Hr,6HG,) -E (Hr, 68 (gr) +E (Hf (coh (Yo) + 69 $,)) Yo) 
re a rae "A Nr 
+5E | (( HF (5,0)) (29, P (,0)) + (Za 88 (t, 0) ) + (23.6 (t, D.) )) at 
T 
TÓuE ] (CH 9s, H4) + (HZ, H,)) dt 


其 中 


f(t UD) - f (&U), 
g (t, Ui) — g, Ur) 
F (t, U) - Ft, Uj), 
G (t, U) — G (t, Ui). 


Gp» D) &) y 
l J| J 


J! 


由 m > n, (H1)-(H4), 我 们 易 得 
(1 — ao + agi) E Hr" + mE fy (IH + HAP) di 
< CE [> (| :| + + |B; J (E|¥o)? + Elgrl + ElYol + Elĝr]) 


REBEC>ONRR 此 后 ，C 将 是 适当 的 常数 ， 它 可 以 遂行 不 同 且 只 依赖 于 利 普 希 获 常 
数 k, H, m, By, A K T. 


(2.3) 
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另外 , 对 (9,2) = (y - Y. z 2) 应 用 估计 的 通常 技术 ， 在 [LT] 上 对 a 应 用 
1t6 公式 ， 得 到 


~ |2 PT 
E | 分 - E! 








T — — — = — 
= æ | $^ œF (s, Us) ~ (1 — ao) jh HY: + ó (F (s, U.) + ui Hj, ) ) ds 
t 


2 T 
ds+ B | 
t 


Te Gs eg x 2 
-E | be (s, U,) — (1 — og) HZ, + ó (6 (s, U,) + uH) s| ds. 








E (H4) 我 们 有 


9 上 上 
+B Í 


2 
= E |oo (yr) + ( - ao) Hir + 6 (Š (Er) — Hir) 


= 2 
EY, s| ds 











—2E f 《名 aof (s, U,) — (1 — ag) jn Hy; + ó (F (s, U,) + i Hi.) ) ds 
t 


PES 2 
-E | losG (s, U,) — (1 — a0) i HZ; + ó (â (s, U,) + ui HE, ) ds 
L 





lA 


4E Ë Ë (vr) + (1 — o |Hgr[ + 8 Š gn)| po Ed 


i 
whe á iu (s, U,)| + (1 — Qo} tà HF| + ó |Ê (s. U,) 





+ Op \HG,|) ds 


21H, 9) ds 
+1 Peso[) «a- apis (IP + HGF | a 
nt eto) +m (fe + et) as 


"i 二 (s, U,) IE 


G 
Uu pon iaz, PA s, — — 








Pa 





|1-AÀ 


lA 
a 8 
二 
cn 
C) 
es 
— i) 
LR 























— 
Y. 
I. 











2 
+ EL >| ds 


LA 











32 ae 








Š. 








af (I9. ^ + 12;| °) ds + 
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从 而 我 们 有 


A 


— - T 2 
Í 


" 1 m~ 12 = |? kI" 2,212 
« CE ds+ C (B gr + óB |ĝr ) «CE |. (I + Iz] +6 
t t 
由 Gronwall 不 等 式 ， 可 得 
2 T 
+E f 
t 


T 
< (bit elis) +E (MPRP 
0 


Es + BL. ( ) dt 


«C (E iPr? + 8E [zy OBI (if + Z2 +6 e dt. 














M4. 
- 


Y, Ü, 





2 
) ds. 











g $, Z, "us 











入 2 
Ü, E vt € [0, T]. 








则 我 们 得 到 


pe a 
Yt + |Z, 











(2.4) 


结合 上 面 的 两 个 估计 (2.3) 和 (2.4), 对 于 足够 大 的 常数 C 我 们 易 得 
T _ 12 ^. 12 
E U) d + Elgrl^ +BY, 
j, e +E lyri? + Pol 
< 6C(E 
< io (= | 
我 们 取 bo = as. 容易 看 出 ， 对 于 固定 的 ó € (0,60), 映射 ar 是 压缩 的 
T 
E 
J 


从 而 这 个 映射 存在 唯一 不 动 点 U = (y, Y,z,Z) € M?(0,T, Rntmtnxitmxd)， 它 就 是 当 
o = œ + ó, ó € [0,55], 方程 (2.2) 的 解 . 引 理 3 得 证 . 


Pay. m P Tia: id = 2 
GO. dt + E ifr? + E Y, «E Gi} dt + E fis «EF: 
0 








Pe m NA f — 2 ~ 12 — 12 
Ü,| dt + Elgrl| +E |P] <; [= Í o: dt + E [gr +B ||). 
0 








第 二 种 情形 ， 当 m < n 时 ， us 0, £5 > 0. 我 们 考虑 一 族 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 


dy, = [af (t, Ui) — (1 — a) ua HTY; + fo (t)] dt — z, dB, 
zx log (t, U,) — (1 — o) uz H* Z, + ga (t)] dW, 
dY, = [oF (t, Ui) + Fo (t)] dt + Z,dW, + [aG (t, U,) + Go (t)] dB， (2.5) 
yo = aV (Yo) + (1 - a) HZY, + v, 
Yr = a® (yr) + v. 
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REU = (v, Y, z, Z) 和 (Fo, fo, Go. go) € M? (0, T; Rtntmxitnxd), y € E? (Q, Fo, P; R”) 
以 及 ee L2 (Q, Fr. P: Rm) 是 任意 给 定 的 . 

当 a = 1 时 ， 方 程 (2.5) 解 的 存在 意味 着 方程 (2.1) 解 的 存在 . 当 o = 0 BF, FAA 
重 随 机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 , 方程 (2.5) 是 唯一 可 解 的 . 下 面 的 引 理 在 连续 性 方法 中 
是 关键 的 ， 它 给 出 了 方程 (2.5) 对 o = oo € (0,1), 解 存在 区 间 的 估计 . 


引 理 2.6 假设 m < n, (HI)-(H4), FHA œ € [0,1), Y E LDQ, Fao Pi R’), v € 
I? (Q, Fr, P; Rm), (Fo, fo, Go, go) € M? (0,T; Retetmxitnxd) ,方程 (2.5) 解 存在 ， 则 
存在 某 一 与 ao 无 关 的 正常 数 do 使 对 a € [aoa + bo], f» € 人 
I? (Q, Fr, P; Rm), (Fo, fo, Go, go) € M? (0, T; RBM tax 方程 (2. 副 也 唯一 可 解 . 
证 明 : 由 y € L (Q, Fo, P; R"), e € L (9, Fr, P; Rm), (Fo, fo, Co; go) 
c M? (0, T; Rr*n*mxtin*d). o = ao ,方程 (2.5) 存在 唯一 解 , 则 对 每 个 U = (y. Y z, Z) € 
M? OT ol 存在 U = (y, Y, z, Z) € M? (0,7; | 满足 如 下 的 
方程 : 
dy, = [oof (tU) — (1 — ao) usHT Y, + ó (f (t, Ux) + ugHT Y?) + fo (t)] dt — «dB; 
+ [09g (t, U) — (1 — Op) oH? Z, + ó (9 (t, U,) + us HT Z,) + go (1)] dW, 
dY, = [ooF (U, + 8F (t, Ut) + Fo (t) dt + ZAdW, 
+ faoG (t, Ur) + 6G (t, Ui) + Go (t) dBi, 
yg = aY (Yo) + (1 — a9) HTYg + ó (V (Yo) — HT Ys) + v, 
Yr = ao? (yr) +ô? (jr)) + e. 
这 里 6 是 独立 于 a 不 超过 1 的 正常 数 . 
我 们 的 且 的 是 证 明 下 面 的 映射 : 


y= Ts (Ü) . Ar? (0.7; n s Da) NE M? OT Rea 


对 于 足够 小 的 5 是 压缩 的 ， 以 下 类 似 于 引 理 2.5 地 证 明 ， 从 略 . 
第 三 种 情形 ， 当 m = n Bf, h (H1) A (H2) 我 们 只 需 考虑 : 


(2) 如 果 pa 2 0, n> > 0, ñ > 0, 85 > 0, 可 以 得 到 引 理 2.6 相同 的 结 膝 . 


li 
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82.4 定理 2.4 存在 性 的 证 明 


现在 我 们 给 出 定理 2.4 存在 性 的 证 明 . 

证 明 : 存在 性 . 首先 考虑 m > n 的 情形 . 我 们 知道 , 30-08, Y EL (R, Fo, P; R”), 
e EL (Q, Fr, P; R”), (Fo, fo; Go, go) € M? (0, T; gir tmxU*4) ,方程 (2.2) 有 唯一 解 . 
由 引 理 2.5 知 ， 存 在 与 o 无 关 的 正常 数 ó = bo (5, A, Ar, on, H, T) 使 得 对 5 € [0, do] , 
| 
方程 (2.2) Xi a = ó 时 有 唯一 解 . 由 于 6 只 依赖 于 (k, à, bn yp, H,T), 我 们 可 以 重复 N 
次 这 一 过 程 ， 使 得 1 € Nio < 1+ do. 特别 地 ， 当 o = 1 时， 取 (Po, fo, Gogo) =0 , 
Y = 0, y = 0, FE (2.2) 在 M? (0,T;R"tmtnxitmxd] 中 有 唯一 解 . 


再 考虑 m < n 的 情形 . 我 们 知道 , Sao =O, vc L (Q, Fo, P; R”), y E 
L? (Q, Fr, P; Rm), (Fo, fo, Go, go) € M? (0, T; R'*»*mx*x2). 方程 (2.5) 有 唯一 解 . 由 
引 理 2.6 知 ， 存 在 与 a 无 关 的 正常 数 ó = 5 (k, A, Ba, u2, H, T) 使 得 对 ó € [0,ó,] 5 € 
L (Q, Fo, P; R^), o € L? (9, Fr, P; R™), (Fo, fo, Go, go) € M? (0, T Pe renee Fi 
(2.5) 4 a = ó 时 有 唯一 解 . 由 于 bo 只 依赖 于 (k, 入, Bo, uo, H, T), 我 们 可 以 重复 N 次 
这 一 过 程 , 使 得 1 < Nó < 1460. 特别 地 , 24 o = 1 B, W (Fo, fo, Co. go) 三 0 , ç = 0, 
p = 0, 方程 (2.5) 在 M? (0, T; Jp resem se) hA. 


类 似 于 上 面 的 情形 ， 当 m = 即时 ， 也 可 得 存在 性 结果 .存在 性 得 证 . 


URK RA Brie x 








第 三 草 解 依赖 于 参数 的 连续 性 和 可 微 性 


本 节 中 ,我 们 讨论 (2.1) 的 解 依赖 于 参数 的 连续 性 和 可 微 性 . 令 {fa ga, Fa Ga, Vas Ba}, 
a € R 为 一 族 正 倒 向 重 随机 微分 方程 
dy? = fa (t, ye Ye, 22, Ze) dt + ga (t, Y2, Ye, 22, ZE) dW; — 22dB,, yg = Ya (Ye), 
dY2 = Fa (t, y$, Y£, 22, Ze) dt + Ga (t, yf, Ye, 2%, Ze) dB, + ZedWA, Ye = é, (yf). 
(3.1) 
并 满足 (H1)-(H4) 其 解 记 为 (ye, Y^, za, Ze). 


假定 


m Í O Te go Far Go Wa oo € R) 关于 相同 的 常数 k 满足 等 度 利 谱 希 获 条 件 ; 
(2) (fa. Ja: Fa; Gas 业 os Ba} 在 其 各 自 空间 范 数 意义 下 关于 a 是 连续 的 . 


我 们 有 下 面 的 连续 性 结果 . 


定理 3.1 A [fe ga Fa, Go: Vo, Paja E R) 为 一 族 正 倒 向 重 随机 微分 方程 【9.1) ， 满 
A. (H1)-(H5), 其 解 记 为 (y^, Y, ze, Ze). MARA ((ue,Ve, ze, Ze);o € R) Æ 

M? (0,7; Rrtmtnxitmxd) 中 关于 o 是 连续 的 . 

证 明 : 为 记号 方便 ， 我 们 仅 证 方程 (3.1) 在 o = 0 时 连续 .为 证 a 0 B$, 

(Ve Ye 2 (OT prena (0 Fn PRL (0 aP RA 
WR (5, Y°, 2°, Z., v Yo), 

4 Ü, = Ue - U} = (g, 8,3, 2.) = Ge v YP — YO — 2, Ze — Z2). WI 


dj = (fa (t,U2) — fo (t, U2)) dt + (ga (+, UZ) — go (t, U2)) dW, — ZdB,, 

dY, = (Fa (t, US) — Fo (t, U8)) dt + (Ga (t, Ue) — Go (t, UP)) dB, + Z,dW,, 
Yo = VW, (Yo) — Wo (Y?) , 

Yr = 9.(9)- Go (yf). 


iB (H3)-(H5), 对 (9, 2) 和 (P. Ze) 利用 类 似 于 引 理 2.5 技巧 ， 可 以 得 到 
EB +B | (PP + IRP) dt 
T 9. 
< cm | (IR la) dt + CE Ifl +E hy, (YP) — Vo eA 
| s 2 * 2 
+CiE / fa (t, U2) — fo (tU) dt + CE | lga (t, U2) — go (z, U9) | at, 
0 0 
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x2 T 
E | 名 | +E f ( 
0 


T f 
< GE | (I. + IS) dt + CE gr + CLE |ë, (v£) — o (v9)? 





abe m (2 
ç, + |B) a 


xf. |F, (t, U?) — Fo (t, U9)| at +o Í IG, (tU) — Go (t, U2) |? dt, 


这 里 C, 是 依赖 于 利 普 希 茨 常数 k.) 及 T 的 常数 
在 |0,T] 上 对 (H9, Pe) 应 用 1t6 公式 ， 可 以 得 到 


E (Hi, Po (yp) id $, (v7)) +E (Hr, $, (yr) — Dy (yr) ) 
_E (HT Ys, V, (Ye) - V, (ve) ) -E (HR, V, (YL) 一 v, (Y? )) 


- p Í (As (t UP) - A, (tu?) O) at 
a (C9, H (fa (t, UP) — fo (t, U2))) + (HGi, Fa (t, U?) — Fo (5,02) ) at 
+æ f " ((2., H (as (t, U9) — oo (t,U8))) + (H2, Ga (6,09) — Go (t, UP))) at 


这 里 Aa (t, U) = (HTFs, H fo, H” Ga, Hga) (t, U). 
从 而 由 (HL) 和 (H2) ， 可 以 得 到 


Qoo P This. js} — Ç j2 
mE | (RP + 1| ) dt + pB | (Ig + | 名 | ) a + BE [rl + &E |, 

0 

mele T a2 
< óE lfr? + 6E|%| «ex | ey a 
Ü 
+C [Ya (YE) — Vo (VE) + CoE |ë, (gt) — Bo (yt) |" 
T 

+o (Ifa (609) - (su) los (50?) — 9 (£, 0) 2 


—E f (eeu) - Fy (t,U2)|? + |G, (5,02) — Go (t,02)[*) as. 


其 中 C, RAF H ft 5 的 常数 ， 5 = min (dr sara) 
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绪 合 上 面 的 三 个 估计 ， 无 论 m > n 或 m < nn, 我们 都 有 
EL ou^ 2 
^ 12 =i 
E Í a dt + E lfr}? +E |% 
T 
< cE | (| fa (5 U?) E fo (t, vo) T |ga (t, U; ) — go (t, up) |”) dt 


«cg f © (|F, (09) - Fo (£, UP) + |G, (5,09) — Go (£, U9)|P) a: 
+CE |#, (yf) ~ So (yf) |’ + CE |Ha (YP) — Yo (YP), 


这 里 C 依赖 于 Ch, C3, H1, H2, By K Bo 的 常数 . 从 而 由 (H5) 可 以 得 到 : 当 a — 0 时 ， 在 
M? (0, T'; gn*eeenxbemxd) x r2 (Q, Fr, P; Rn)x I? (Q, Fo, P; R>) 中 (Ye ze, Z5, yg, Ye) 
收敛 于 (y? Yr", 20 2 Yh, Y’) ki 


下 面 ， 讨 论 方程 (2.1) 解 关于 参数 的 可 微 性 ， 我 们 有 


定理 3.2 4 (fa gs, Fa, Ga, Vo, Caia € R) 为 一 族 正 倒 向 重 随机 微分 方程 【9.1 , # 
A. (H1)- "^ 和 如 下 假设 


(1) 对 给 个 a € R, {fa (t, U) , 9a (t, U) , Fa (t,U) , Ga (t, U) Wa (Y), Bo (y)} 
(H6) < 分 别 关 于 (UY, y) i 8 sJ 898. 3C — CR JI, 
(2) &3& 3& (fa, ga, Fa, Ga, Vo, Daia € R} X Tox TAi. 
其 解 记 为 (y, Ye, ze, Ze). 
那么 函数 族 {(y*, Ye ze, Za); € R} & M? (0, T; Rn+mtnxltmxdj 中 关于 a 是 可 微 的 , B 
在 o = Qo Abi) pA Z +o FREED E RR AUC A 32 69 (Say, ó Yeo 0,29, 06, Ze) 


days? = [6o fas (t, Ur?) + by fas (t, Ut) (Baye) + Sy fa, (t, Us?) (Oa Y 7^) 
+ó, fa, (t, Uf?) (baz?) + óz foo (t, Ur?) (ba Z° )]dt 
+{baGap (t, Up?) + Oy Gao (t, U; 2) ( batt’) T by Jap (t, Ur?) (Sa Y) 
+52Ga (t, Ur?) (azt) + ózgas (t, Uf?) (ba Zt AWe — (bazi? )dB,, 
dda Y, = fa Fs, (š, UP?) +4. yao (t, UP?) (Gay?) + by Fa, (t, UF") (ó Ye) 
+.5,F,, (t, U) (Bs ze?) + iF. (t, U) (6, 20°)]dt 
+[5aGao (t, UP?) + óyG,, (t, Up?) (Gate?) + by Ga, (t, U^) (ba ye) 
46. G,, (t, Ug") (8229) + ózG,, (t, US) (á, Z*)]dB, + (6, 22*)dW,, 
Bayo” = by Vay (Yo?) (SaYo) + fa Yao (Yo); 
és Yp? = by Pay (YT) (ó) + ba Pao (YF) - 


(3.2) 
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证 明 : 为 记号 方便 ， 我 们 根 设 man=d=1=1, HREBE ao = 0 处 的 可 微 性 . + 





a_ 4,0 a E 1 a — 70 
Aalt = — Ag Y, = of a A. = — Aalt = Z 
Q G CY ex 
网 
o t = t, a (t, Ep ; 
dActk = AREAS $ GUS A UD — Ao zd B, 
dASY; = SL a iiu) Pr E + As ZdW,, 
Ta (Ye) — Wo (Y2 
Aayo e og - o( a) 
$, — dy (y? 
Aa YT = Pa af) ur) 
我 们 可 以 把 上 面 的 方程 写成 
dA = fa (1, Aat, aA. Ag, Age Zi) dt 
+a (t, Dott, Aa Yu, Bake; Aq Zi) dW, — Aq zt d B, 
dA Y, = F, (t, ay, AaYe, Mat, Aa Zs) dt 
+Ç, (t, Aet: a. AZ, AZ) ab, + A. ZI,dW,, (3.3) 
— Va 8 Yo AY, + ° Yo = Yo 
A. = Py es y$ Aayr $, (u. — y 
这 里 


lo (t, Acut. Aa Yi, Az, Ma 2) = Ab (Any t B (AY +C t) Aant Di (E) Aa Zet El (t), 


l= f,9g9,F,G, H 


9. 79» 


0, 其 他 ; 


la (ty, Y9 ze Z^ mot 0 y9 ze e a 0 
{ m Ya. , Y: — x 天 0. 
Ba (t) z: | Á 


Aalt) 


lo (t,y? JU — ty? Y? 29,29 ) Ü 
| * + Ve — Mt * 0, 


t 


0, 其 他 ; 


la tyt, Y 9,22, Z° =la tig’ Yee" a 0 * O) 
| t žė b aTa ' 


| 0, 其 他 ; 


ly ty? S i a = ~ia tg’ Im ,£2,2? 
(a rt zr)te(a YE) za go = 0, 
D. (t) = | Zi -Zt t t 


I 


Cat) 


Y 


0, 其 他 ; 
la (t, Jg Ye a Z^) = lo (t, Je y^ z's Z°) 
8 4 


E, (t) 


II 
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显然 (H6) 包含 (H5), 则 从 定理 3.1, 当 a 一 0 时 ,在 M? (0, T) rH (e, Y ze, Ze) 收敛 
T (多 722] 由 (86), 可 以 得 到 

lim AQ (t) = ôylo (Ut), 

lim B! (t) = dyl (t, Ur), 

lim Ca l(t) = él (t, Up), 

lim D! (t) = ôzlo (t, UP), 

lim El (t) = bolo (t, Uè): 


H 
: v (Yo) — Vo (Yo) 0 
= óyWVo(Y), 
lim ye- Ye Y o( 0 ) 
OV _ 0 
lim Wa (Ye) - Yo (tal = avo (Yo), 
Š, T - 9, 7 
lim (v7) : (yr) - 6, By (y$) ; 
a-0 Vr — VT 
04. o 0 
lim Pa (yr) — Po (gr) = daoBo (yr). 
a9 CG 
从 而 得 到 


lim je (Ag Ao Yi, Matt, As Zi) = Salo (t, U?) + dylo (t, UP) day? + 6ylo (t, UP) Y? 
a 
+ôzlo (t, Ug) 6522 + ózlo (t, UP) ó+ Z+. 


由 于 (fa, go; Fa; Go; Vo, Baio € R} 满足 (H1)-(H4) 和 (H6), 我 们 容易 验证 方程 (3.2) 和 
(3.3) 满足 (H1)-(H4). 4a 一 0 时 ,在 M? (0, T) 中 (3.3) 的 唯一 解 (Act, AaYt Az, Aa Zt) 
收敛 到 (3.2) 的 唯一 解 (fayl, aY’, faz’, aZ’) (34 ao = 0 时 ). 结论 得 证 . 
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第 四 章 ” 正 倒 同 随 机 微分 方程 解 存 在 唯一 性 定理 的 男 一 种 证 法 


§4.1 基本 估计 


我 们 定义 

Iu OF = (ER lu GP ds) < o0. 对 于 VAER, 
le Oh = (Bf exp (—As) lu (s)? ds) < oo. 
显然 ， 这 两 个 范 数 (Ib, 4 | 是 等 价 的 . 


如 下 单调 性 假设 是 我 们 的 主要 假设 : 


(A1) FF TE Ay, A2 e R, 满足 对 所 有 t, Ys Vi Yas Y, Y Yo, z, Z, a.S. 
(f (1,1, Y, 2, Z) m f (t, ye, Y; Z, Z}, y — ya) < Al [yn S yal” , 
(F (t, y, Yi, 2, Z) 7 F (t, Y, Y2, z, Z) ‚ E Y2) < À2 lY E Y; . 


(A2) 函数 f 关于 (Y,z, Z) R&— BUR a DOE, F 关于 (v2 Z) 是 一 致 利 普 希 次 连续 . 
换 句 话说 ， 存在 ki > 0,2 = 1,2,3, 4,5,6 满足 所 有 É, Y, Yl, Y2, Y; Yi, Yo, 21, 22, Zi 22, 
a.s. 
|f (t, y, Yun, Z1) us f (t, y; Yo, 22 Z2)| < ky b md Y| T ks 21 = zo| T k3 |Z, * 22| : 
IF (t, YY, z1, Z1) — F (t, ya, Y, 22, Z2)| S fi — yzl +ks |z — zzl + ke |Z: — Zoll. 


(A3) 函数 9 是 关于 (y, Y, z, Z) 是 一 致 利 普 希 欧 连续 ，C 关于 (y, Y, z, Z) € — SUR EHE DOE 
ie BRIM FETE uui 7,8,9,10,11,12,0 < a < 1, SAP t, ya, yo Yi, Yo, 21, 22, Zi, Za, 
a.s. 
lg (t, Yay Yi, Z1, 21) — 9 (t, yo, Yo 22, Z) ` 
«y — wl + kë |Y: — Y, +o |z 一 al’ 十 局 |21 一 Z|, 
IG (t, 91, Yu. 2, Z1) — G (t, Y2, Y2, 22, Z) 
< ka lyi — wl + kh |Y, — Y ela 一 z + o |Z, — Z|. 


(A4) pg, V ALT Y 是 一 致 利 普 希 欧 连 续 ，@ 关于 oy 是 一 致 利 普 希 茨 连续 ， 也 就 是 说 ， 
存在 k;,i = 13, 14, 对 所 有 yu yo, Yu Y2, a.s. 
IV (Y) — Y (Y2)) € is lY: — Yal, 
I (yr) — $ (y2)) < «Im — val - 
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5l 理 4.1 在 假设 (Al) — (A4) F. 令 (vi(), zi C)) 是 方程 (2.1) 中 正 向 方程 的 解 ， 
相应 地 方程 (2.1) 中 个 向 方程 的 解 为 (Y (,Z20)) = (C), Z C) € M?(0,T:R™) x 
M? (0,T; Rd) ,i = 1,2. 那么 对 于 所 有 À € R, C, Ca, Cs > 0, 


exp (—At) Eh (t) — v (OF +, if exp (—As) E ly (s) — 92 (s)|° ds 
+(1 — a — kaC2) f exp (-As) E Ja (s) ~ 22 (s)|° ds 
< k} E |Y, (0) — Y? (OF (4.1) 
+ (Kd + C1) f exp (-As) E |Y. (s) — Y> (8)P ds 
+ (k2 + ks Cs) f; exp (-As) E |Z, (s) ~ Z2 (s) ds, 


这 里 À = À — 2A — ky Cy) — C3) — k Cy! — ke. 从 而 ， 


exp (-X) E |z (t) — yo CU 
+(1 — o — kyCo) f; exp (—À (t — s)) exp (—As) E |z; (5) — 22 (s)? ds 

< ki exp (-Àit) E |Y, (0) — Y; (OF (4.2) 
+ (k? + kyC1) f; exp (—A1 (t — s)) exp (—As) E |Y; (s) — Y2 (8)P ds 
+ (k2 + kgCs) fo exp (—À (t — s)) exp (As) E |Z: (s) — Z2 (s) ds. 


$4.2 若 满 足 0< C2 < 让 (1 一 Q), 那么 ,我们 由 (4. 别 可 以 得 到 下 面 的 不 等 式 


|z C) ~ 92 CI 


—exp -A T) 
À) 


" k& E V, (0) — Y> (0)Ë + (kd + Cy) ||Y, C) — Y C) | MC 


+ (k2 + kgCs) lA (-) — Za C) 





若 还 方 和 1 > 0, 我 们 由 (4.1) TH 


lza C) — 22 CB 
KE |Y, (0) — Yo (0) + (kË + Cr) Ils C) — Y» OIG | (44) 


Ç + (2 + ks) |Z, () ~ Ze O? 


一 l-—a—k2C 





ezp (-AT) E ly (T) — y2 (D) 
< k& E|Y, (0) — Y> (0) + (k? + C1) lY (C) — Y; (:)| + (k3 + ksCs) |Z, C) — 22 Oh. 
4, 
证 明 : 在 10,t] 上 对 exp(—As) |y (s) — 1⁄2 (s) 应 用 It6 公式 ， 得 到 
exp (— M) E [yi (t) — yo (OF 
= Ely (0) — v (OF 
一 入 fyexp(—- As) E |y (s) ~ vo (s) š ds 
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+E f exp(— As) 2(yi (s) — vo (s)) 

[f (sims) Yi(s) ams), Z1(s)) — F (s, yo(s), Yo(s), zo(s), Zo(s))] ds 
+E frexp(—As) |g (t, n (s) Y (s), z (s), Z,(s)) — g (t, ya(s), ¥a(s), 22(8), Zo(s))|? ds 
-E foexp(- As) lz, (s) — z2 (s)|" ds 
< kE |Y, (0) - Y; (0)|° 
-A fyexp(-As) Ely (s) — v» (s)|° ds 
42A foexp(—As) E [zi (s) — ye (s)| ds 
kic ln — yal + kiC1 |Y: 一 Yal” + jzC lin — yal | 
+koC2 |z1 — zal? + ks Cy! ha — yal” + kaCs |21 — Z,| 
+E Juexp(—As) [k3 |i 一 vl + k2 |Y, — Yol + w |z — zl + k2 |Z, — Zl] ds 
~E [rexp(—As) |a (s) — z2 (s)| ds, 


+E f; T —As) | ds 


exp(—At) E |i (t) — vo (t)? + Ar fp exp (—As) E lia (s) — y2 (s)|° ds 
+ (1 — a ~ k;Co) h exp (—As) E [zi (s) — zç (s)|^ ds 
< k& E |Y, (0) — Y2 (OF 

+ (Kd + 1101) f exp (-As) E |Y, (s) — Yo (s) ds 

+ (kŠ + k Cs) f; exp (-As) E |Z, (s) — Zo (s)\? ds, 


由 Gronwall 不 等 式 : 
0 < g (t) < a (t) + 8 fo g (s) ds, WJ g(t) < fa (s) exp (8 (t — s)) ds. 


我 们 有 
exp(—At) E |y: (t) — yo (OF 
* (1 — o — k2C3) f, exp (—À (t — s)) exp (—As) E |z) (s) — zo (s)|° ds 
< kl, exp (-X,t) E |Y, (0) — Y? (0) 
+ (kg + kC:) i exp (-À (t — s)) exp (As) E |Y; (s) ~ Y; (s) ds 
+ (k2 + ks Cs) f, exp (—A (t — 8)) exp (—As) E |Z, (s) ~ Z2 (s)|’ ds, 


如 果 (1 — o — k;C2) > 0, RI 

f; exp(—At) E ls (t) — y2 (D) dt 

< kh 2 exp (~A,t) E |y (0) — Y; (0)|* dt 
+ {ks + ki C) 局 h exp (— À, (t — s)) exp (As) E |Y, (s) — Y; (s)|^ dsdt 
+ (KB + k3C3) J? fo exp (—Ài (t — s)) exp (As) E |Z, (s) — Zo (s)|? dsdt. 
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(a) if Ai < 0, 
JE fL exp (—X (t — s)) exp (-As) E |Y, (s) — Yo (s)f dsdt 
< fT exp (— Xt) [7 exp (—As) E [Mi (s) — Yo (s)? dsdt 


= EAD ay () - v OB, 


(b)If À, > 0, 

T fo exp (7X (t — s)) exp (-As) E |Y, (s) — Y (s)|? dsdt 

= fe J? exp (— À (t — s)) exp (—As) E |Y, (s) — Yo (s) ^ dtds 

= ft exp (us) exp (-As) E |Y, (s) ~ Ya (S) [7 exp (一 Nb dtds 

= (T exp (Ju) exp (As) BM (5) — v (ap Cte CD, 
= fo e aa exp (-As) E |Y, (s) — Y> (s)? ds 

< — [Z exp (A9) EY, (5) — Ya (s) ds 
_ eon) IY ) - Y OI. 


则 

ll: C) — ve C) 

p(T) | KBE I (0) - Ya (0)? + (K + C) ||, O = Y OT | 
= = + (Kj + k5C3) Zi C) ~ Za (I 





HA, 201—-ae-kC)»0, Wi 

la C) — 22 MMI 

S Te | E&E |Y; (0) — Ya (0) + (B+ C) |Y: C) ~ Ya OI | 
~ i-a-k2C + (kg + kaC3) \|21 C) — Ze IR 


exp(—AT) Ely: (T) — y (T)? 
< k2,E |Y, (0) — Yo (0)|?+(k2 + C1) Vi €) — Yo (OHE + ks Cs) |Z: C) ~ Z OM 
. 引 理 得 证 . 


引 理 4.3 Amie (AI1) 一 (A 人 下 . 令 (Y£(), Z()) 是 方程 2.1) 中 倒 向 方程 的 解 , 相应 地 
方程 (2.1) 中 正 向 方程 的 解 为 (y(),2()) = (vi), zi 0) € M? (0, T; R™) x M? (0,7; R™4), 
i 二 1,2. 那么 对 于 所 有 À € R, Ca, Cs, Ce > 0, 

exp (— A) E |Y, (t) — Y; (8)? + hf exp (-As) E |Y; (s) — Yz (s)|" ds 

+(1—a— ke Cs) [Z exp (—As) E |Z, (s) — Ze (s) ds 

< kj, exp (-AT) E |i (T) — wo (D) (4.6) 

+ (kfo + k4C4) M exp ( aie (s) ~ 1⁄2 (s) ds 

+ (k2, + ksCs) ie exp (~As) E |z (s) — z2 (s I? ds, 
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这 里 和 2 二 一 (入 十 2 和 2 十 kaOF7! + ksCy | + kgCg + kh). 从 而 ， 


exp (—At) E |Y, (t) — Ys (2) 
+ (1 — & — keCse) i: exp (—); (s — t)) exp (-As) E |Z, (s) 一 Z; (sj| ds 
< kl exp (-X&(T — #)) exp (XT) E lys (T) — p (TP (4.7) 
+ (Kà + k4C4) f7 exp (—À (T — t)) exp (-As) E |t (8) — y2 (s)|° ds 
+ (k2, + ksCs) fT exp (—Àa (T — t)) exp (—As) E | (s) — 2 (8)| ds. 


x44 ”车 还 有 0< Ce< 志 (1 一 Qa) 则 ， 我 可 由 (47) 得 到 如 下 不 等 式 


IY: C) — Y; OS 
z L-exp(- A27 ) | ku exp (—AT) E lui (T) m (ry + (kio T k4C4) iy (+) — Ya GI 
~ s + (k2, + kgCs) lz1 C) — 22 ON | 





(4.8) 
X 和 > 0, 我 们 由 (4.6) TH 
|Z, C) — Z2 OI | 
— | k2, exp (-AT) E | (T) — y2 (DF + (kh + Ca) ly C) = v» OR | 
— + (Kd; + ksCs) lla C) — 22 OU | 
| (4.9) 


EY; (0) - Y; (OF 
< kE ly (T) — ye (rr + (kig + k4C4) Ilys C) — 1⁄2 (I5 + (k? + ksCs) lai () 一 p 
4.10 
证 明 从 略 . 


最 后 ， 在 结束 本 节 前 ， 我 们 定义 两 个 映射 D Po. 


注意 到 在 正 倒 向 重 随机 微分 方程 (1.1) 的 正 向 方程 暗含 了 映射 
M; : M? (0, T; Rm) x M? (0, T; R™*) — M? (0,7; R^) x M? (0, T; R™) , 
EMER (Y (),Z ()) € M* (0,7; R") x M? (0, T; R?**) 对 应 My (Y (),Z ()), RE 
向 方程 的 唯一 解 (y C). z (Ji 
y = V(Yo) + f f (5.95 Yas zo, Ze) ds + fo 9 (S> Ys Y,, z, Ze) dW, — fo z,dB,. 


类 似 的 ， 正 倒 向 重 随机 微分 方程 (1.1) 的 倒 向 方程 也 暗含 映射 
M. : M? (0, T; R”) x M? (0, T; RE — M*(0,T; R”) x M? (0, 4 Rue) ; 
它 对 于 每 个 (yC),20)) € M? (0, T; R") x M? (0, T; R) 对 应 M; (y C) 2 OD) BD BI e] 
方程 的 唯一 解 (Y (0,20): | 


22 


出 东 大 学 硕士 学 位 论文 





Y, = $ (yr) t L F (S, Ys, Ys Zs, Z,) ds + LG (5, ys, Ys Zs, Z.) aB, T i Z,dW,. 


定义 映射 Fi AT) = MoM, mel, A Do = M o Ma 可 以 证 明 D. 是 
M? (0, T; Rm) x M? (0, T; R?*4) 到 自身 的 映射 ， Ta 是 M? (0,T; R^) x M? (0, T; R™) 
到 自身 的 映射 . 


Y; (), Z ()) € M? (0, T; R")x M? (0, T; R™*), $ (vi () 4 ()) = Mi 5) 2: (9) 
和 (%(),40) = (6 0,Z0)4 212. 


>q 
a. 
— 


a = hn C) — y2 CG 6 = la () — 22 Oh, 

c= | () - Yo OR, a = AO — Zo Ob. 

a= [RO — 0l dS (40-20), 

A = exp (CAT) Elm (T) - v2 (T) , B = E |Y. (0) — Y2 (0) , 


则 由 引 理 4.1 ms 43, IR 
0 < Td [k? ,B 十 (ki + k iC, jc + (k T k3C3) dj, 
ks exp( - T) Bc (Yvexp( - T) ){(ka thi Cs e+ (kg +ksCs )d] 
(1—-a—ka2C23)( 1^exp( -ÄT 


ET) UA + (ki + sC) a + (Efo + sC), 


(1—-a—ksCe)( 1^exp SAT 1 


< 
< 
< (1 v exp (-X1T)) (KB + (kë + kiCi)e + (kg + ks Cs) d], 
3 < (1 v exp (-A:T)) [k], A + (kio + k4C4) a + (k2, + ksCs) b]. 


b < 


ë 
d 
A 


进一步 ， 当 和 1 > 0,22 > 0 时 ， 我 们 有 


A < kz, B + (k? + kC1)c + (kj + ksCs) d, 
b < kły exp{ -ÀiT Bd Ci )c+Í k2 +ks Cs )d] 


(1—-a-k2C2) ) 
B« kis A + (k2, + k4C4) a + (kz, + ksCs) b, 
d < FA exp( Jor) A+ gtkaCa)at( kip thsCs JU. 
{i~a—keCe} 
X45 — Feyel[F] 首先 在 常 微分 方程 和 随机 微分 方程 解 的 丰 在 唯一 性 证 明 中 采用 了 等 价 
范 数 技巧 和 压缩 映射 原理 ， 在 下 一 节 中 ， 等 价 范 数 技巧 在 我 们 的 单调 性 条 件 下 证 明正 倒 
向 重 随 机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 中 起 到 关键 的 作用 . 


山东 大 学 硕士 学 位 论文 





§4.2 ”存在 唯一 性 定理 


定理 4.6 假设 (A1)-(A4) 成 立 ， 则 存在 so > 0, CRMT Ka, ks, ke, ky, kio, kii, kiz, kia, 
和 1, Me, T, 满足 当 ki, ka, Kg, ko, kis € [0,60) ， 正 倒 向 重 随 机 微分 方程 (2.1) 存在 唯一 的 
适应 解 (yYnZ.dk—9,d X024 UP ， 则 存在 > 0, 它 依赖 于 
ka, kg, ko, kr, kio, kins kiz, Kia, Ar, 和 2 且 独 立 于 T, MAS ky, ks, kg, ke, kis € [0, £1) , 正 倒 向 
€ Hus TE (2.1) 存在 唯一 的 适应 解 . 
证 明 : SRR. 我 们 有 

é+d+B | I 

c XL [cp — D — + (1 V exp (x7) A 


1-exp( - 9T ivexp( —ÀA;T) 
(17 a—keCg)( 1^exp —À2T 


+ (k2, + ks Cs) (cep 4 scii SE (1 V exp (-kT))) b 


(1—a—keCe){ 1^expl —A2T 


(mp i-exp(- XT) TVAE ED + (1 V exp (-Xr))) 
x | KA + (k2, + kKC4) a + (Ki; + ksCs) b] 
(emp mena 1-exp( -&T) IRA Sheet + (1 V exp (-Xr))) 
Taaka) L^expl —A2T 
X (k? f" s (ke +k,Cy)e+ (ks + kaC3) d) 
x (a, (1 v exp (—A:T)) + (kio + C4) + (k2, + ksCs) (1 v exp (-A1T)) 


第 一 个 结论 得 证 . 
注意 到 
hi = À — 2A, — ki Cy? — Cy) — k Cy) — k, 
Ja = —(A+ 2A + kaCT! + ksC;! + keCe + kh). 


+ (k, + k4C4) ( 十 T (1 V exp Xr) a 


lA 


|^ 


如 果 

2) 22; < — (Ki ki), 
我 们 可 以 取 

à € R,C; € Si = 1,2,3,4, 5,6, 
满足 


X: 20,3 > 0,1 — o — BC > 0,1 — a — KC > 0. 
则 ， 我 们 有 
6 < + [KA + (kio + kaCa) a + (k2, + ksCs) b], 
B < kA (Ki + k4C4) a + (Ki; + ksCs) b, 
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k? Atik? -k4 C4 )a-- (k2; ks Cs )8] 


d < (1—a-—k2 6s) 


< [£ + a Es 1) x (EB 十 (ke zz k2C,)e + (k * ze) d) 
x (à, + — Cs ES (2; +k ie). 


其 中 
ApS AS E = C= Cp =, 
Me (A + Det Ce Ce ROS + k3). 
第 二 个 结论 得 证 . 
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